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Graphes Lies aux Espaces Polaires II 
FRANyOIS ZARA 
This work is a continuation of [3]. We classify all the graphs satisfying (H) with parameter set 
(q-m; q"', q"'-I) where q and m are integers;;. 2, and those with parameter set (n; 2t, t). 
1. INTRODUCTION 
Dans [3], nous avons etudie les graphes G qui satisfont aux axiomes: 
(AI) Toute clique de G est de cardinal r; 
(A2) II existe un entier t tel que pour toute clique C de G et tout (H) 
sommet x de G non dans C, x est adjacent a t sommets de C. 
II existe plusieurs familles infinies de graphes satisfaisant a (H): 
(1) les graphes L2 (n), T(2n), les espaces polaires, qui ont ete caracterises leurs parametres 
dans [3]; 
(2) les quadrangles generalises, correspondant a l = I; 
(3) so it V un espace vectoriel de dimensions 2m sur Ie corps 1F2 muni d'une forme quad-
ratique Q non defective, non degeneree et d'indice m. On pose E = {x E VI Q(x) = I} et 
on munit E d'une structure de graphe G comme suit: {x, y} est an~te de G si x et y sont 
dis tincts et orthogonaux. 
Le graphe G satisfait a (H) et ses parametres sont 
(2m-l(2m _ 1); 2m-I, 2m- 2). 
Suivant J. Hall on designe ce graphe par Ni;". 
(4) soient V un espace vectoriel de dimension 2m sur Ie corps IF q et Q: V ..... IF q une forme 
quadratique non defective et non degeneree d'indice maximal. 
On definit une structure de graphe G sur Vpar: {x,y} est une arete de G si Q(x - y) = O. 
Le graphe G satisfait a (H) et ses parametres sont: 
(q2m;~, ~-l). 
Suivant Buekenhout-Hubaut on designe ce graphe par Ai;,,(q). 
Dans ce travail: 
(A) Nous montrons que si Ie graphe G satisfait a (H), est fortement regulier et de par-
ametres (lm; ~, ~-l), q et m etant des entiers ~ 2, alors q est une puissance d'un nombre 
premier et G est localement une (q - 1) extension d'un espace polaire associe a une forme 
quadratique d'indice maximal. 
(B) Nous classifions to us les graphes G qui satisfont a (H), et tels que R(G) = 0 et r = 2l. 
Nous caracterisons ainsi les graphes Ni;" et Ai;,,(2). 
Pour cela nous utilisons des resultats dus a F. Buekenhout et X. Hubaut. (cf. [2]). 
2. LE GRAPHE AFFINE ORTHOGONAL 
Dans cette partie nous montrons les resultat suivant: 
THEOREME 1. Soil G un graphe qui salisfail a (H), reduil el fortemenl irreduclible. 
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On suppose qu'il existe des en tiers q et m, superieurs ou egaux a 2, tels que les parametres 
de G soient (n = lm; r = ~, t = qm-I). Alors: 
(l) q est une puissance d'un nombre premier; 
(2) Si q > 2, pout tout sommet a de G, Ga est une (q - I)-extention d'un espace polaire 
associe a une forme quadratique non defective et non defective et non degeneree, d'indice 
maximal; 
(3) q = 2 si et seulement si Ga est reduit pour tout a. 
REMARQUE On dit qu'un graphe simple est rCduit si pour tout couple de sommets (a, b), 
la relation {a} u II (a) = {b} u II (b) implique a = b. 
PREUVE. (1) Supposons Ga reduit. Comme Ga est connexe, Ga est fortement regulier 
(cf. [1]). Les parametres de Ga sont (k; r - 1 = ~ - 1, t - 1 = ~-I - 1), ou k est la 
valence de G: k = (~ - I)(~-I + 1). Remarquons que si q = 2, alors (2m - 1, 
2m - I - 1) = 1, donc Ga est un graphe reduit. 
Supposons maintenant Ga reduit, alors il existe un entier Sl tel que kl = (rl - I)s], 
ou kl est la valence de Ga et rl = r - 1; donc kl = (~ - 2) + ~-I(~-I - 1) = 
(~ - 2)sl et 
~-I(~-I - 1) 
Sl - 1 = ~ _ 2 . 
Nousavons(~-I,~ - 2) = (~-1,2),doncsi(q,2) = I,(~-I - I)/(~ - 2)estentier, 
ce qui exige ~ - 2 ~ ~-I - 1, donc m = 1 et q = 2 contradiction car m ~ 2. Sup-
posons donc que 21q: q = 2U ql avec u ~ 1 et ql entier impair. Alors 
2u(m-1 )q':'-I (2u(m-1) q':'-I - 1) 
Sl - 1 = 2umq':' _ 2 
2um - u- 1q':'-I(2u(m-l)q\m-l) - 1) 
2um 1 q':' - 1 
Comme 2 et ql sont premiers a 2um - 1q':' - 1, no us voyons que (2u(m-l)q\m-l) - 1)/ 
(2um - 1 qf - 1) doit etre entier. En particulier 2um - 1 q':' - 1 ~ 2u(m-1) q\m-I) - 1, ou encore 
2u- 1 ql ~ 1 donc u = 1 = ql: q = 2. 
(2) Nous supposons maintenant que q > 2. Dans ces conditions, Ga est regulier sans etre 
fortement regulieret comme Ga est connexe, Ga est une p-extension, p entier ~ 1, d'un 
graphe G1 qui satisfait a (H); G1 est connexe et G1 est reduit, donc G1 est fortement regulier. 
Ses parametres sont nl = kip = (~ - I)(~-I + 1)/p, rl = (r - 1)/p = (~ - 1)/p, 
tl = (t - 1)/p = (~-I - 1)/p. Comme (~ - 1, ~-I - 1) = q - 1, P divise q - 1 et 
il existe un entier u tel que q = pu + 1. 
Nous voulons montrer que u = 1. Nous procedons par l'absurde et nous supposons que 
u ~ 2. Comme G1 est fortement regulier, il existe un entier Sl tel que 
nl rl (1 + (rl - 1)(sl - 1)/tl) = (~- I)(~-I + 1)/p 
«~-I - 1)/p)(l + (~ - 1 - P)(SI - 1)/(~-1 - 1» 
donc Sl - 1 = ~-I(~-I - 1)/(~ - 1 - p) et Sl - 1 est entier. Po sons d = (~-I, 
~ - 1 - p) = (~-I, P + 1): il existe des entiers v et w, premiers entres eux, tels que 
~-I = (pu + It-I = vd et p + 1 = wd. Comme u ~ 2, nous avons w < v. Nous 
obtenons Sl - 1 = vd(vd - 1)/(vd(pu + 1) - wd) = v(vd - l)/(v(pu + 1) - w). 
Comme v et w sont premiers entres eux, (v, v(pu + 1) - w) = 1 et (vd - 1)/(v(pu + 1) 
- w) doit etre entier. En particulier no us devons avoir v(pu + 1) - w ~ vd - 1 ou 
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encore v(pu + 1 - d) ::::; w - 1 < v-I. II en resulte que v(pu - d) < - 1 et 
pu < d < p car dip + 1; donc u < 1 contradiction. Les parametres de G1 sont donc 
n1 = r1(q"'-1 - 1), r1 = (q'" - 1)/(q - 1), tl = (q"'-l - 1)/(q - 1). 
D'apres la proposition 6.11. de [3], G1 est Ie graphe associe a un espace polaire corre-
spondant a l'espace quadratique d'une forme quadratique d'indice maximal. 
II en resulte aussitot que Ga est une (q - I)-extension de cet espace polaire. 
Dans tous les cas, q est une puissance d'un nombre premier. 
REMARQUE 2. Lorsque q = 2, nous avons r = 2t. Nous allons classifier tous les graphes 
satisfaisant a cette relation dans la partie 3. 
3. LE CAS r = 2t 
Dans [3], nous avons decrit deux familles de graphes qui satisfont a (H) et tels que r = 2t: 
les graphes N2;" et At,(2) dont la definition est rappelee dans l'introduction. 
(A) Dans ce qui suit, nous allons montrer Ie theoreme suivant: 
THEOlrnME 3. Soil G un graphe qui satisJail a (H), est reduit et Jortement irreductible. Si 
r = 2t, alors G est isomorphe a Nit;., ou a Aim. 
PREUVE. Nous remarquons que si a est un sommet de Nit;., alors (N~)a est isomorphe 
a l'espace polaire associe a une polarite symplectique sur un espace vectoriel de dimension 
2m - 2 sur Ie corps 1F2 , tandis que si a est un sommet de At,(2), (At,(2))a est isomorphe 
a l'espace polaire associe aune forme quadratique d'indice maximal sur un espace vectoriel 
de dimension 2m sur Ie corps 1F2 • 
Nous allons montrer qu'avec les hypotheses de l'enonce, les proprietes precedentes sont 
satisfaites. 
Soit donc G un graphe qui satisfait a (H), de parametres (n; r = 2t, t), reduit et fortement 
irreductible. Dans ces conditions G est fortement regulier. Nous supposons que t ~ 3, Ie 
cas t = 2 ayant deja ete traite dans [3]. 
Soit a un sommet de G. Alors Ga est connexe, Ga est regulier et satisfait a (H); ses 
parametres sont (na = k; ra = 2t - 1, ta = t - 1). Comme (2t - 1, t - 1) = 1, Ga est 
reduit, donc fortement regulier. 
Soit {a, b} une arete de G, alors Gab est connexe, Gab est regulier et satisfait a (H); ses 
parametres sont: 
(nab = A; rab = 2t - 2, tab = t - 2). 
La propositions 4 demontree plus loin montre qu'il est impossible que Gab soit reduit si 
t ~ 3. Supposons donc Gab non reduit. Nous avons (2t - 2, t - 2) = (t - 2,2). Comme 
il existe un entier u > 1 qui divise A, 2t - 2 et t - 2, nous avons necessairement u = 2 
et t est pair. Nous avons 2ta = r2 et, si no us posons 
2 = {L(x, y)lx E l'.(a), Y E l'.(a, x), L(x, y) = {x, y} u R(Ga.x,y)} 
alors, d'apres Ie theoreme 5.20 de [3], (Ga, 2) est un espace polaire et, comme Gab est une 
2-extension, c'est un espace polaire sur Ie corps 1F2 • En particulier il existe un entier v tel que 
r - 1 = 2v - 1 et t - 1 = 2v - 1 - 1 donc r = 2V et t = 2v - 1• 
II resulte de ces considerations, puisque a etait un sommet arbitraire de G, que G est un 
espace localement polaire tel qu'il a ete defini par F. Buekenhout et X. Hubaut dans [2]. 
D'apres Ie theoreme 2 de [2], G est isomorphe a N2;" ou a Aim(2) suivant les valeurs des 
parametres. 
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(B) Dans ce numero, nous montrons Ie resuitat suivant, qui termine Ia preuve du 
theofl!me 3. 
PROPOSITION 4. Soit G un graphe qui satisJait a (H) de parametres (n; 2t = r, t) avec 
t ~ 3. On suppose que G est Jortement irreductible et reduit. Alors, pour toute arete {a, b} 
de G, Gab n'est pas reduit. 
PREUVE. Nous procedons par l'absurde: Nous supposons Gab reduit. Notons d'abord Ie 
resultat suivant: 
LEMME 5. Soit G un graphe qui salisJail a (H), de parametres (n; r, t) etJortement regulier. 
On appel/e k la valence de G et on pose: A. = I ~ (a, b)1 ou {a, b} est une arete de G. 
S · b = ~ _ 1 S = _k _ b = n - r b = k - (r - I) b ..l - (r - 2) l 0 , I' It' 2 I ' 3 r r- r- r- r-t 
alors S el bi (0 ~ i ~ 3) sont entiers et on a les relations: 
b2 = b l - bo et b3 = b l - bo - S. 
PREUVE. D'apres Ie corrollaire 3. 8. de [3], r In et (r - I) I k donc bo et S sont entiers; 
d'apres les propositions 3.3. et 3.5. de [3]. r - t divise n - r, k - (r - 1) et..l - (r - 2) 
donc b l , b2 et b3 sont entiers. 
Nousavonsn = r[l + (r - I)S/I]doncbo = (r - I)S/tetuncalculsimplemontreque 
bl = r(r - I)S/[t(r - t)], b2 = (r - I)S/(r - I) et b3 = (I - l)S/(r - I) . Nous avons 
b l - bo = [(r - l)S/t] ([r/(r - I)] - I} = (r - l)S/(r - t) = b2; de meme b3 + S = 
b2 , d'ou tous Ies resultats. 
Nous revenons maintenant a Ia preuve de Ia Proposition 4. Le graphe G est fortement 
regulier. Pour tout sommet a de G, Ie graphe Ga satisfait a (H), de parametres (k; 2t - I, 
t - 1) et est fortement regulier. Pour toute arete {a, b} de G, d'apres ce qui precede, Gab 
satisfait a (H), de parametres (..l; 21 - 2, I - 2), est fortement irreductible et reduit, donc 
Gab est fortement regulier. 
Les conditions bi entiers sont equivalentes a I'unique condition: 
II S. 
Comme Ga et Gab sont fortement regulier, il existe des entiers SI et S2 tels que: 
k = (21 - 1) [I + (21 - 2)SI] et 
I - 1 
A. = (21 - 2) [1 + (21 - 3)S2] 
t - 2 
donc SI = S/2 et S2 = (I - 2)S/[2(21 - 3)]. La condition SI entier equivaut a S pair; 
enfin comme (I - 2, 21 - 3) = 1, Ia condition S2 entier equivaut a: 
Enfin, remarquons que 
C = r(r - I)S(S + I) 
I(r - t + S) 
(21 - 3)1 S. 
et Ci 
= ri(ri - I)Si(Si + I) . 
ti(ri - ti + Si) 
doivent etre entiers, ou ri = r - i et ti = t - i pour i = 1, 2. Nous avons C = 
2(21 - I)S(S + 1)/(1 + S), comme S(S + 1) == 1(1 - 1)(mod I + S), C' = 2/(1 - 1) 
(21 - 1)/(1 + S) est entier. De meme CI = (21 - I)S(S + 2)/(21 + S) et pour la meme 
raison que ci-dessus C; = 4t(1 - 1)(2t - 1)/(2t + S) est entier. Enfin C2 = (I - 1) 
[(I - 2)S + 2(2t - 3)]S/[2t(21 - 3) + (t - 2)S] et de la meme maniere que ci-dessus: 
C~ = 2(1 - 1)2(21 - 3)S/[2/(21 - 3) + (I - 2)S] est entier. Comme I I S it existe un 
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entier a tel que S = at et comme S est pair, at est pair. Dans ces conditions: 
C' = 2(t - 1)(2t - I) 
a + 1 
et 
C' _ 4(t - 1)(2t - 1) 
, - a+2 
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comme (a + I, a + 2) = 1, d = 4(t - 1)(2t - 1)/[(a + I)(a + 2)] est entier. d, etant 
entier,doitetresuperieura I; comme l'application a I-+ 4(t - 1)(2t - I)/[(a + I)(a + 2)] 
est decroissante pour a > 0, nous devons avoir 1 ~ a ~ 2.J'it. Nous avons (t, 
2t - 3) = (t, 3). Distinguons deux cas. 
ler cas. (t,3) = I, alors, comme 2t - 31 S, 2t - 3 divise a et il existe un entier p tel que 
a = P(2t - 3). Mais no us devons avoir a ~ 2J2i. II en resulte que 1 ~ P ~ 2.J'itl 
(2t - 3) puisque pest entier. 
II en resulte que p = 1 et t peut etre n'importe que! en tier ~ 3 ou bien p = 2 et t = 4 
ou t = 5. Si P = 1, a = 2t - 3 et d, C', C; sont entiers, mais S = t(2t - 3) 
C2 = 2(t - 1)2(2t - 3)lt donc t divise 6 or t > 3 et 3 ne divise pas t, ce cas ne peut donc 
pas se produire. 
Si p = 2 et t = 4 our 5, on voit tout de suit que d n'est pas entier. 
2eme cas. 3 divise t. Nous po sons t = 3u, u entier, alors a = P(2u - 1) et S = 
3pu(2u - I). En particulier pu est pair. Nous devons avoir P(2u - I) ~ 6.J'iu. Cette 
inegalite est satisfaite pour 1 ~ P ~ 4 et u quelconque et pour p = 5 et 1 ~ u ~ 2. 
On voit tout de suite que pour p = 1 et 2, C' n'est pas entier; pour p = 3, C' et C; sont 
entiers, mais C2 ne l'est pas; pour p = 4, C' est entier, mais C; ne l'est pas. pour p = 5 
et u = 1, pu n'est pas pair; pour p = 5, u = 2, C' n'est pas entier. 
Comme il ne pouvait y avoir que ces deux cas, Ie resultat est demontre. 
(C) Classification.: Dans ce qui suit, nous supposons que G est un graphe qui satisfait 11 
(H), R(G) = 0 et r = 2t. 
PROPOSITION 6. Soit G un graphe qui satis/ail a (H), avec r = 2t et /ortement irreduc-
tib/e. Alors if existe un en tier p ~ 1 tel que G soil une p-extension d'un graphe G" isomorphe 
aNi;" ou a At,(2). 
PREUVE. Si G est reduit, d'apres Ie Theoreme 3, G est isomorphe 11 Ni;" ou 11 Aim(2); on 
a p = 1 dans ce cas. Si G n'est pas reduit, il existe un entier p > 1 tel que G soit une 
p-extension d'un graphe G, qui satisfait 11 (H) et est reduit (cf. [3] corollaire 5.18). Comme 
les parametres de G, sont (nip; rip, tip) si ceux de G sont (n; r, t) et comme rip = 2tlp = 2 
(tip), d'apres Ie resultat initial, G, est isomorphe 11 Ntm ou 11 At,(2). 
PROPOSITION 7. Soit G un graphe qui satis/ait a (H), tel que r = 2t, R(G) = 0 et G non 
connexe. Alors G = G, V G2 ou Gj a comme parametres (nj; t, 0) i = 1,2, nj > t. 
PREUVE. Nous appliquons les resultats des propositions 4.2 et 4.7 de [3]. Si G = 
G, v ... v Gu , alors r ~ utl(u - 1), donc 2 ~ ul(u - 1) et u = 2: G = G, V G2. Si 
les parametres de Gj sont (n j; rj, tJ nous devons avoir r = r, + r2, t = r, + t2 = r2 + t" 
r - t = t = r, - t, = r2 - t2, donc r, = t + t" t = t + t, + t, et t, + t2 = o. 
Comme t, et t2 sont entiers, nous obtenons t, = t2 = 0 et r, = r2 = t, d'ou Ie resultat. On 
a nj > t car sinon R(G) serait non vide contrairement 11 l'hypothese. 
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4. CONCLUSION 
Comme no us ne disposons pas d'une classification des graphes localement p-extension 
d'espaces polaires, nous ne pouvons pas finir la classification des graphes orthogonaux par 
leurs parametres Neanmoins, no us faisons la conjecture: 
CONJECTURE I. Les graphes affines orthogonaux son! caractereises par leurs parametres. 
Nous faisons aussi les deux conjectures suivantes pour lesquelles nous avons moins 
d'elements. 
CONJECTURE 2. II n'y a qu'un nombrefinit de graphes G satisfaisant a (H), R(G) 0, 
reduits avec t = 2. 
CONJECTURE 3. II n'y a pas d'autres families infinies de graphes satisfaisant a (H), 
fortement irrMuctibles et rMuits que celles enumerees dans les (1), (2), (3) et (4) de !'introduction. 
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